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Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì öèêëà ðàáîò ïî ìîäåëèðîâàíèþ àäãåçèîííûõ
âçàèìîäåéñòâèé â ìåõàíèêå äåôîðìèðóåìûõ òâåðäûõ òåë [1]. Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû
ÿâëÿåòñÿ îòûñêàíèå è èññëåäîâàíèå åäèíñòâåííîñòè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Ëà-
ïëàñà â êðóãå ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì ñïåöèàëüíîãî âèäà.
Â äâóìåðíîé îáëàñòè D, ïðåäñòàâëÿþùåé åäèíè÷íûé êðóã D = {(r, θ) : r < 1, 0 ≤ θ ≤
2π}, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà:

∆u = 0, (r, θ) ∈ D, (1)

ur + αurθ + βuθθ|r=1 = f(θ), 0 ≤ θ ≤ 2π, (2)

ãäå α è β - íåêîòîðûå âåùåñòâåííûå êîíñòàíòû. Ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(2) èùåòñÿ â êëàññå
u ∈ C2(D). Çàìåòèì, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (1)-(2) íå ÿâëÿåòñÿ
êëàññè÷åñêîé, òàê êàê êðàåâîå óñëîâèå (2) íå ÿâëÿåòñÿ íè îäíèì èç óñëîâèé ïåðâîãî,
âòîðîãî èëè òðåòüåãî ðîäîâ, êîòîðûå òðàäèöèîííî ðàññìàòðèâàþòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêå ïðè èçó÷åíèè ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà [2].
Áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è (1)-(2) ÿâëÿåòñÿ âû-
ïîëíåíèå ñëåäóþùèõ òðåáîâàíèé, íàêëàäûâàåìûõ íà ãðàíè÷íóþ ôóíêöèþ f = f(θ):∫ 2π

0

f(θ)dθ = 0, f(0) = f(2π), f(θ) ∈ C2,δ(0, 2π), 0 < δ < 1. (3)

Â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó äåéñòâèòåëüíûìè ïàðàìåòðàìè α è β èìåþò
ìåñòî òàêæå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) Ñëó÷àé α = 0, β 6= 0:
1.à) Åñëè β = 1

m
, ãäå íåêîòîðîå m ∈ N, òî ïîìèìî âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (3) íåîáõîäèìî

ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû èìåëè ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:∫ 2π

0

f(θ) cosmθ dθ =

∫ 2π

0

f(θ) sinmθ dθ = 0. (4)

Ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(2) â òàêîì ñëó÷àå ïðåäñòàâèìî, ïðè÷åì åäèíñòâåííûì îáðàçîì â
âèäå ñëåäóþùåãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà:

u(r, θ) = a0 +
∑∞

n=1 (an cosnθ + bn sinnθ) +

+rm
(
am cosmθ + bm sinmθ

)
,

(5)
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ãäå êîýôôèöèåíòû a0, am, bm ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè, à

an =
An

n(1− βn)
, bn =

Bn

n(1− βn)
.

1.á) Åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ∈ N: βk − 1 6= 0, òî ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(2)
ïðåäñòàâèìî, ïðè÷åì åäèíñòâåííûì îáðàçîì, â âèäå ñëåäóþùåãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî
ðÿäà:

u(r, θ) = A0 +
∞∑
n=1

rn

n(1− βn)
(An cosnθ +Bn sinnθ) , (6)

ãäå êîýôôèöèåíò A0 ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì.
2) Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà αβ 6= 0, ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(2) òàêæå ïðåäñòàâèìî, ïðè÷åì
åäèíñòâåííûì îáðàçîì, â âèäå ñëåäóþùåãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà:

u(r, θ) = A0 +
∞∑
n=1

rn (An cosnθ +Bn sinnθ) , (7)

ãäå êîýôôèöèåíò A0 ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì, à êîýôôèöèåíòû
An, Bn (n ≥ 1) ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå.
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