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Çàäà÷è ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â ìíîãîìåðíûõ ìàññèâàõ îñîáåííî àêòóàëüíû â ñî-
âðåìåííîé âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå. Øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå èìååò èäåÿ ïðåä-
ñòàâëåíèÿ òåíçîðà â âèäå êàíîíè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ:

A[i1, i2, i3, ..., id] =
r∑

k=0

u1[i1, k]u2[i2, k]...ud[id, k] (1)

Ìèíèìàëüíîå âîçìîæíîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ â (1) ïðèíÿòî íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèì òåí-
çîðíûì ðàíãîì. Êàíîíè÷åñêèé òåíçîðíûé ðàíã � õàðàêòåðèñòèêà, íåóñòî÷èâàÿ ê âîçìó-
ùåíèÿì ýëåìåíòîâ òåíçîðà, ïîýòîìó çàäà÷à åãî âû÷èñëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé àëãåáðà-
è÷åñêîé çàäà÷åé. Íàïðèìåð, â ëþáîé ε îêðåñòíîñòè òåíçîðà T

T = b1 ⊗ a2 ⊗ a3 + a1 ⊗ b2 ⊗ a3 + a1 ⊗ a2 ⊗ b3 (2)

ïðèñóòñòâóåò òåíçîð ðàíãà íå âûøå 2, îäíàêî ìîæíî äîêàçàòü [1], ÷òî êàíîíè÷åñêèé
ðàíã T â òî÷íîñòè ðàâåí 3. Èç ïðåäñòàâëåííîãî ïðèìåðà (2) ñëåäóåò, ÷òî âîçìîæíûå
âû÷èñëåíèÿ ïî ïîèñêó êàíîíè÷åñêîãî ðàíãà íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü ñèìâîëüíî.
Íåêîòîðûå òåíçîðû, ÷àñòî èñïîëüçóåìûå â ïðèëîæåíèÿõ, ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â
âèäå êàíîíè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ÿäðî ðàçëîæåíèÿ Òàêêåðà äëÿ ÷åòûð¼õ-
ìåðíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà èìååò âèä:

L = a⊗ a⊗ a⊗ b + a⊗ a⊗ a⊗ b⊗ a + a⊗ b⊗ a⊗ a + b⊗ a⊗ a⊗ a (3)

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî êàíîíè÷åñêèé ðàíã òåíçîðà íå ïðåâîñõîäèò 4, îäíàêî íå ÿñíî, ñó-
ùåñòâóåò ëè êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ñëàãàåìûõ.
Çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ êàíîíè÷åñêîãî ðàíãà òåíçîðà ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å ïðîâåðêè íà
ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîëèíîìèàëüíàÿ ñèñòåìà ôîðìè-
ðóåòñÿ èç ôîðìóë âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ òåíçîðà ñ ïîìîùüþ êàíîíè÷åñêîãî ðàçëîæå-
íèÿ (1), ãäå A[i1, i2, i3, ..., id] � ýëåìåíòû èñõîäíîãî òåíçîðà, u1[i1, k], u2[i2, k], ..., ud[id, k] �
ïåðåìåííûå.
Ñ ïîìîùüþ ñèñòåì êîìïüþòåðíîé àëãåáðû äëÿ îïèñàííûõ ïîëèíîìèàëüíûõ ñèñòåì
ìîæíî ïîñòðîèòü áàçèñ Ãð¼áíåðà, à äàëåå èñïîëüçîâàòü òåîðåìó Ãèëüáåðòà î íóëÿõ äëÿ
ïðîâåðêè îïèñàííûõ ñèñòåì íà ðàçðåøèìîñòü. Åñëè ñèñòåìà ðàçðåøèìà, òî ñóùåñòâóåò
êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé äëèíû, è èìååò ñìûñë ïðîâåñòè ïðîâåðêó
äëÿ áîëåå êîðîòêîãî ðàçëîæåíèÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êàíîíè÷åñêèé òåíçîðíûé ðàíã
ðàâåí ìèíèìàëüíî âîçìîæíîé äëèíå ðàçëîæåíèÿ èç ïîëó÷åííûõ ðàíåå.
Â òåîðèè äàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü êàíîíè÷åñêèé ðàíã äëÿ ëþáîãî òåíçîðà,
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îäíàêî íà ïðàêòèêå àëãîðèòìè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ áàçèñîâ Ãð¼áíå-
ðà äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ñèñòåì ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ ëèøü äëÿ òåíçîðîâ
ìàëûõ ðàçìåðîâ. Íàïðèìåð, ñëîæíîñòü àëãîðèòìà, îïèñàííîãî â [2] ñîñòàâëÿåò dO(n2)

îïåðàöèé, ãäå d � ñòåïåíè ïîëèíîìîâ â ñèñòåìå, à n � ÷èñëî íåèçâåñòíûõ.
Äëÿ òåíçîðà (3) ïîëèíîìèàëüíàÿ ñèñòåìà èç 16 óðàâíåíèé íàä 24 íåèçâåñòíûìè äëÿ êà-
íîíè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ äëèíû 3 îêàçàëàñü íåðàçðåøèìîé, à çíà÷èò, åãî êàíîíè÷åñêèé
ðàíã ðàâåí 4.
Â ñëó÷àå âû÷èñëåíèÿ êàíîíè÷åñêîãî ðàíãà äëÿ ÿäðà ðàçëîæåíèÿ Òàêêåðà ïÿòèìåðíî-
ãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ óæå ê 32 óðàâíåíèÿì íàä 40 íåèçâåñòíûìè, è
ìîùíîñòåé îáû÷íûõ êîìïüþòåðîâ óæå íå õâàòàåò äëÿ å¼ ïðîâåðêè íà ðàçðåøèìîñòü.
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