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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ èçãèáà
óïðóãîé ïðÿìîóãîëüíîé îäíîðîäíîé îðòîòðîïíîé ïëàñòèíû Êèðõãîôà-Ëÿâà. Ãðàíè÷-
íûå óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþò øàðíèðíîìó îïèðàíèþ ñ äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí è
æ¼ñòêîé çàäåëêå ñ äâóõ îñòàëüíûõ ñòîðîí.

Ïëàñòèíû, øàðíèðíî îï¼ðòûå ñ äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí, íàçûâàþòñÿ ïëàñòè-
íàìè òèïà Ëåâè è äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èçó÷åíû â ëèòåðàòóðå. Òàê, äëÿ ñòàòè÷åñêèõ
çàäà÷ ïîëó÷åíû òî÷íûå ðåøåíèÿ ïðè ïðîèçâîëüíûõ íàãðóçêàõ [3, 8], à òàêæå íàéäåí
ÿâíûé âèä äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ
÷àñòîò ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé [6, 8]. Ñóùåñòâóþò òàêæå è ïðèáëèæ¼ííûå ìåòîäû ðåøå-
íèÿ çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, òàêèå êàê ìåòîäû Ðåëåÿ-Ðèòöà è åãî ìîäèôèêàöèè
[2, 3, 4, 5, 8, 10], àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä [1], ìåòîä èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé [7], ìåòîä
ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû ïî îäíîìåðíûì áàëî÷íûì ôóíêöèÿì [9], ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé,
ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è äðóãèå. Ïîäðîáíûé îáçîð ðàáîò ïî êîëåáàíèÿì ïëàñòèí
ìîæíî íàéòè â [8].

Íåñìîòðÿ íà ïîäðîáíóþ èçó÷åííîñòü ïëàñòèí òèïà Ëåâè, â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ëè-
òåðàòóðå îòñóòñòâóþò ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ÷àñòîò ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé àíèçîòðîï-
íûõ ïëàñòèí, ïîëó÷àåìûå àíàëèçîì òî÷íîãî ÷àñòîòíîãî óðàâíåíèÿ. Òàê, íàïðèìåð, â
ðàáîòàõ [4, 5] ñîäåðæàòñÿ êîíå÷íûå ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷àñòîò ïîïåðå÷íûõ êî-
ëåáàíèé ïëàñòèí òèïà Ëåâè, íî îíè ïîëó÷åíû èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Ðåëåÿ-Ðèòöà, à
íå àíàëèçîì òî÷íîãî ÷àñòîòíîãî óðàâíåíèÿ. Ñàìî ÷àñòîòíîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ íåÿâ-
íûì òðàíñöåíäåíòíûì è ìîæåò áûòü ðåøåíî ÷èñëåííî ñî ñêîëü óãîäíî çàäàííîé òî÷íî-
ñòüþ, íî òîëüêî äëÿ êîíêðåòíî çàäàííîé àíèçîòðîïèè ïëàñòèíû. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå
ïðåäëîæåí ñïîñîá ïðèáëèæ¼ííîé çàìåíû íåÿâíîãî ÷àñòîòíîãî óðàâíåíèÿ ÿâíûì òàêèì
îáðàçîì, ÷òî ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ïîëó÷èòü ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ÷àñòîò ïîïåðå÷íûõ
êîëåáàíèé ïëàñòèíû.

Çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé òàêîé ïëàñòèíû ïðè
óêàçàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

D1111w,xxxx + 2(D1122 + 2D1212)w,xxyy +D2222w,yyyy − ρhω2w = 0, x ∈ [0, L], y ∈ [0,W ], (1)

w|y=0,W = 0;
∂2w

∂y2

∣∣∣∣
y=0,W

= 0, (2)

w|x=0,L = 0;
∂w

∂x

∣∣∣∣
x=0,L

= 0, (3)
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ãäå DIJKL � òåíçîð èçãèáíûõ æåñòêîñòåé ïëàñòèíû, L � äëèíà, W � øèðèíà, w(x, y)
� ïðîãèá, ρ � ïëîòíîñòü, h � òîëùèíà, ω � öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà ñîáñòâåííûõ ïîïåðå÷-
íûõ êîëåáàíèé. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ω è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
w(x, y), óäîâëåòâîðÿþùèå (1-3).

Áóäåì èñêàòü w(x, y) â âèäå wij(x, y) = fi(x) sin( jπ
W
y). Ïðè ýòîì wij(x, y) àâòîìàòè-

÷åñêè óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2). Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:

p =
D1122 + 2D1212

D1111

, λj =
ρhω2

D1111

(
jπ
W

)4 − D2222

D1111

. (4)

Áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû p è λj õàðàêòåðèçóþò ñîîòâåòñòâåííî àíèçîòðîïèþ ìàòå-
ðèàëà è ÷àñòîòó ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ïî j-é îòíîñèòåëüíî y ñîáñòâåííîé ôîðìå.

Ïîäñòàâëÿÿ (4) â (1) è ñîêðàùàÿ íà D1111 sin( jπ
W

), ïîëó÷èì îáûêíîâåííîå äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî fi(x):

f
′′′′

i (x)− 2p

(
jπ

W

)2

f
′′

i (x)− λj
(
jπ

W

)4

fi(x) = 0, x ∈ [0, L], (5)

fi(0) = fi(L) = 0; f
′

i (0) = f
′

i (L) = 0. (6)

Âèä îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5) çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ λj. Ïðè λj > 0 îáùåå ðåøå-
íèå èìååò âèä

fi(x) = C1 sh(ax) + C2 ch(ax) + C3 sin(bx) + C4 cos(bx), (7)

ãäå a = jπ
W

√√
p2 + λj + p, b = jπ

W

√√
p2 + λj − p.

Ïîäñòàâëÿÿ (7) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (6), ïîëó÷àåì íåÿâíîå òðàíñöåíäåíòíîå ÷àñòîò-
íîå óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñ ïàðàìåòðîì àíèçîòðîïèè p :

1− cos( jπL
W

√√
p2 + λj − p) ch( jπL

W

√√
p2 + λj + p)

sin( jπL
W

√√
p2 + λj − p) sh( jπL

W

√√
p2 + λj + p)

= − p√
L
. (8)

×àñòîòíîå óðàâíåíèå ïîëó÷åíî òàêæå â äðóãèõ ðàáîòàõ, íàïðèìåð, [8]. Ïðè p = 0
óðàâíåíèå ñîâïàäàåò ñ òðàíñöåíäåíòíûì ÷àñòîòíûì óðàâíåíèåì äëÿ áàëêè, çàùåìë¼í-
íîé ñ äâóõ ñòîðîí.

Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ñ î÷åíü õîðîøåé òî÷íîñòüþ íåÿâíîå óðàâíåíèå (8) ìîæåò
áûòü çàìåíåíî íà ÿâíóþ çàâèñèìîñòü λj îò p, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ ôîð-
ìóëó äëÿ ÷àñòîò ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé:

ω2
ij =

π4

ρh

[
D1111

( 1
2

+ i

L

)4

+D2222

(
j

W

)4

+ 2(D1122 + 2D1212)
i2j2

L2W 2
k̃ij(

D1122 + 2D1212

D1111

)

]
,

k̃ij(p) = 1 +
1 + 4i− 4

π
(1 + 2i)

4i2
(p+ 1)

− 16j2L2

π2W2(1+2i)2(1+4i− 4
π (1+2i)) . (9)
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