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В работе [1] построено обобщенное энтропийное решение задачи Коши

𝑢𝑡 + |𝑢|𝛼−1𝑢𝑥 = 0, 𝑡 ∈ R+ = (0, ∞), 𝑥 ∈ R, (1)

𝑢
⃒⃒
𝑡=0

= exp

(︂
− 𝑥

𝛼− 1

)︂
. (2)

Это решение имеет счетное число ударных волн, являющихся графиками функций
𝛾𝑛(𝑡) = 1 + ln 𝑡 − 𝑛𝑇, 𝑛 ∈ N ∪ {0}, где 𝑇 = 𝑇 (𝛼) > 0 — фиксированная константа. Отли-
чительной особенностью этого решения является смена знака при переходе через каждую
ударную волну. Следовательно, для него не справедлив принцип максимума (см. [2]), что,
в свою очередь, ставит под сомнение единственность решения рассматриваемой задачи.
Кроме того, в [3] доказано, что положительного решения задачи (1), (2) не существует.

Поскольку задача (1), (2) инвариантна относительно замены 𝑥 → 𝑥+ ℎ, 𝑡 → 𝑡 · 𝑒ℎ, 𝑢 →
𝑢 · 𝑒−ℎ/(𝛼−1), построенное в [1] решение имеет вид 𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑡−1/(𝛼−1)𝑣(𝑥− ln 𝑡), где 𝑣 : R → R
— кусочно гладкая функция. В докладе будут описаны все обобщенные энтропийные
решения уравнения (1), имеющие указанный вид.

Теорема 1. Пусть функция 𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑡−1/(𝛼−1)𝑣(𝑥 − ln 𝑡), где 𝑣 : R → R, 𝑣 ̸≡ 0, —
кусочно гладкая функция, является обобщенным энтропийным решением уравнения (1),
определенным во всей полуплоскости 𝑡 > 0. Тогда выполнено одно из двух утверждений.

1. Функция 𝑣 является 2𝑇–периодической; более того, 𝑇–антипериодической, т. е.
𝑣(𝜉+𝑇 ) = −𝑣(𝜉) для любого 𝜉 ∈ R. На полупериоде функция 𝑣 является решением некото-
рого обыкновенного дифференциального уравнения. Соответствующее (2𝑇 -периодическое
по 𝑥) знакопеременное решение 𝑢 удовлетворяет двусторонней оценке

𝑡−1/(𝛼−1) 6 |𝑢(𝑡, 𝑥)| 6 𝑤 · 𝑡−1/(𝛼−1), 𝑤 = 𝑤(𝛼) > 1,

а, значит, lim
𝑡→+0

𝑢(𝑡, 𝑥) = ∞.

2. Для некоторого 𝐾 ∈ R функция 𝑢 совпадает в области {(𝑡, 𝑥) | 𝑥 < ln 𝑡 + 𝐾} с
одной из функций, описанных в п. 1, а кривая 𝑥 = ln 𝑡 + 𝐾 является еще одной линией
разрыва решения. В области же 𝐷 = {(𝑡, 𝑥) | 𝑥 > ln 𝑡+𝐾} функция 𝑢 является гладкой,
при этом выполнено одно из двух утверждений:

i) функция 𝑢 удовлетворяет в области 𝐷 неравенству |𝑢(𝑡, 𝑥)| > 𝑡−1/(𝛼−1), и, следова-
тельно, lim

𝑡→+0
𝑢(𝑡, 𝑥) = ±∞;

ii) функция 𝑢 удовлетворяет в области 𝐷 неравенству |𝑢(𝑡, 𝑥)| 6 𝑡−1/(𝛼−1) при этом
существует lim

𝑡→+0
𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝐴 exp

(︀
− 𝑥

𝛼−1

)︀
для некоторой константы 𝐴. В частности, при

𝐴 = 0 будем иметь 𝑢 ≡ 0 в области 𝐷.
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Следствие 1. Поскольку связь между константами 𝐾 и 𝐴 в теореме 1 не явля-
ется однозначной, кусочно гладкое обобщенное энтропийное решение задачи (1), (2) не
является единственным.
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