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Рассматривается неоднородная популяция, в которой 𝑥(𝑘) = 𝑥1(𝑘), . . . , 𝑥𝑛(𝑘) — коли-
чество особей каждого из 𝑛 различных видов в момент 𝑘 = 0, 1, 2, . . .. Введем 𝑈 = {𝑢 :
𝑢 = (𝑢(0), 𝑢(1), . . . , 𝑢(𝑘), . . .)}, где 𝑢(𝑘) = (𝑢1(𝑘), . . . , 𝑢𝑛(𝑘)) ∈ [0, 1]𝑛, 𝑢 ∈ 𝑈 — управление
сбором. Тогда модель эксплуатации популяции имеет вид

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐹
(︀
(1− 𝑢(𝑘))𝑥(𝑘)

)︀
, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , (1)

где 𝑥(𝑘) ∈ R𝑛
+, R𝑛

+ = 𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑥1 > 0, . . . , 𝑥𝑛 > 0, (1− 𝑢𝑖(𝑘))𝑥𝑖(𝑘) — количество оставшихся
особей 𝑖-го вида в момент 𝑘 после сбора, 𝐹 (𝑥) = (𝑓1(𝑥), . . . , 𝑓𝑛(𝑥)), 𝑓𝑖(𝑥) — вещественные
неотрицательные функции, такие, что 𝑓𝑖(0) = 0 и 𝑓𝑖 ∈ 𝐶2(R𝑛

+), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.
Стоимость всей добываемой продукции равна 𝑧(𝑘) =

∑︀𝑛
𝑖=1𝐶𝑖𝑥𝑖(𝑘)𝑢𝑖(𝑘), где 𝐶𝑖 > 0 —

стоимость единицы продукции. Для любых 𝑢 ∈ 𝑈 и 𝑥(0) ∈ R𝑛
+ определим среднюю вре-

менную выгоду от извлечения ресурса [1]

𝐻
(︀
𝑢, 𝑥(0)

)︀
= lim

𝑘→∞

1

𝑘

𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝑧(𝑗) = lim
𝑘→∞

1

𝑘

𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐶𝑖𝑥𝑖(𝑗)𝑢𝑖(𝑗) . (2)

Необходимо построить такой способ эксплуатации популяции, при котором значение функ-
ции (2) максимально.

При стационарным режиме эксплуатации, когда 𝑢(𝑘) = 𝑢0 = (𝑢0
1, . . . , 𝑢

0
𝑛) ∈ [0, 1]𝑛,

система (1) имеет вид

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐹
(︀
(1− 𝑢0)𝑥(𝑘)

)︀
, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . . (3)

Пусть ̂︀𝑥(𝑢0) =
(︀̂︀𝑥1(𝑢

0), . . . , ̂︀𝑥𝑛(𝑢
0)
)︀
— устойчивая неподвижная точка системы (3) и

𝐴
(︀̂︀𝑥(𝑢0)

)︀
— множество притяжения этой точки. Тогда при стационарном режиме для

всех 𝑥(0) ∈ 𝐴
(︀̂︀𝑥(𝑢0)

)︀
выполнено равенство 𝐻

(︀
𝑢, 𝑥(0)

)︀
=

∑︀𝑛
𝑖=1 𝐶𝑖̂︀𝑥𝑖(𝑢

0)𝑢0
𝑖 . Если система (3)

имеет устойчивый цикл 𝐵(𝑢0) =
{︀
𝛽0(𝑢0), . . . , 𝛽ℓ−1(𝑢0)

}︀
длины ℓ ∈ N, тогда 𝐻

(︀
𝑢, 𝑥(0)

)︀
=

1

ℓ

∑︀𝑛
𝑖=1 𝐶𝑖

(︀
𝛽0
𝑖 (𝑢

0) + . . .+ 𝛽ℓ−1
𝑖 (𝑢0)

)︀
𝑢0
𝑖 .

Теорема. Предположим, что выполнены условия: 1) функция𝐷(𝑥) =
∑︀𝑛

𝑖=1𝐶𝑖

(︀
𝑓𝑖(𝑥)− 𝑥𝑖

)︀
достигает максимального значения в единственной точке 𝑥* ∈ R𝑛

+ и 𝑥*
𝑖 ; 2) точка 𝐹 (𝑥*) —

устойчивое положение равновесия системы (3) при 𝑢0 = 𝑢* =
(︀
1− 𝑥*

1

𝑓1(𝑥*)
, . . . , 1− 𝑥*

𝑛

𝑓𝑛(𝑥*)

)︀
. То-

гда для любого 𝑥(0) из некоторой окрестности точки 𝐹 (𝑥*) функция (2) достигает макси-
мального значения 𝐻

(︀
𝑢*, 𝑥(0)

)︀
= 𝐷(𝑥*) =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝐶𝑖

(︀
𝑓𝑖(𝑥

*)− 𝑥*
𝑖

)︀
при стационарном режиме

эксплуатации 𝑢* = (𝑢*, . . . , 𝑢*, . . .).
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