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Рассмотрим процесс Леви {𝑋𝑡}𝑡≥0 на фильтрованном вероятностном пространстве
(Ω,ℱ ,F,P), где фильтрация F = {ℱ𝑡, 𝑡 ≥ 0} удовлетворяет обычным условиям (то есть
она непрерывна справа, а все множества нулевой вероятности принадлежат ℱ0). Допол-
нительно будем предполагать, что этот процесс спектрально отрицательный, то есть не
имеет скачков вверх: 𝜈(0,∞) = 0, где 𝜈 —мера Леви данного процесса. В этом случае
существует строго выпуклая функция 𝜓(𝜆) такая, что

E
[︀
𝑒𝜆𝑋𝑡

]︀
= 𝑒𝑡𝜓(𝜆), 𝜆 ≥ 0,

причём lim𝜆→∞ 𝜓(𝜆) = +∞. Обозначив Φ(𝑞) наибольших из (не более чем двух) корней
уравнения 𝜓(𝜆) = 𝑞 для 𝑞 ≥ 0, введём функцию масштаба 𝑊 (𝑞)(𝑥), которая определяется
следующим образом. 𝑊 (𝑞)(𝑥) = 0 при 𝑥 ∈ (−∞, 0), а при 𝑥 ∈ [0,∞) это такая (единствен-
ная) непрерывная функция, что для 𝛽 > Φ(𝑞)∫︁ ∞

0

𝑒−𝛽𝑥𝑊 (𝑞)(𝑥)𝑑𝑥 =
1

𝜓(𝛽) − 𝑞
.

Для удобства вместо 𝑊 (0) будем писать просто 𝑊 .
Также введём экспоненциальную замену меры: P𝑐𝑥 — это такая вероятностная мера, что

𝑑P𝑐𝑥
𝑑P𝑥

⃒⃒⃒⃒
ℱ𝑡

= 𝑒𝑐(𝑋𝑡−𝑥)−𝜓(𝑐)𝑡, 𝑡 ≥ 0.

Здесь для удобства P𝑥 {·} = P {·|𝑋0 = 𝑥}.
С помощью определённых функций можно решать различные задачи, связанные с

функционированием страховой компании, капитал которой моделируется процессом {𝑋𝑡}.
Например, обозначим 𝑇−

0,𝑑 момент парижского разорения, которое происходит, когда ка-
питал находился ниже нуля в течение как минимум 𝑑 единиц времени. Как показано в
[1], вероятность того, что парижское разорение с параметром 𝑑 никогда не произойдёт,
выражается следующим образом:

P𝑥
{︀
𝑇−
0,𝑑 = ∞

}︀
= E [𝑋1]

∫︀∞
0
𝑊 (𝑥+ 𝑦)𝑦P {𝑋𝑑 ∈ 𝑑𝑦}∫︀∞

0
𝑦P {𝑋𝑑 ∈ 𝑑𝑦}

.

Нас интересует более подробная метрика производительности страховой компании. А
именно, мы рассматриваем модифицированный процесс 𝑈𝑡 = 𝑋𝑡−𝐿𝑡, который учитывает
выплату страховой компанией дивидендов 𝐿𝑡 по следующей стратегии: когда её капи-
тал 𝑈𝑡 продержался выше некоторого барьера 𝑏 как минимум ℎ единиц времени, разница
𝑈𝑡 − 𝑏 выплачивается в качестве дивидендов (и капитал возвращается на уровень 𝑏). Это
барьерная стратегия выплаты дивидендов с парижской задержкой. Функции масштаба
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позволили найти ожидаемые дисконтированные дивиденды перед обычным разорением
𝑈𝑡 (то есть парижским разорением с нулевым параметром 𝑑 = 0) в работе [2]. Мы же
находим ожидаемую сумму всех дисконтированных выплат по дивидендам в данной стра-
тегии перед парижской задержкой (𝑑 произвольное неотрицательное).

Также мы рассматриваем пример конкретного вида процесса 𝑋𝑡:

𝑋𝑡 = 𝑐𝑡+ 𝜎𝑊𝑡 −
𝑁𝑡∑︁
𝑖=1

𝐶𝑖, 𝑡 ≥ 0,

где 𝑐 > 0,𝑊𝑡 — стандартный винеровский процесс,
∑︀𝑁𝑡

𝑖=1𝐶𝑖 — составной пуассоновский про-
цесс с экпоненциальными скачками. Мы проводим симуляцию этого процесса и исследуем
все интересующие нас величины численно.
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Negative Lévy Risk Process. Journal of Optimization Theory and Applications. 161 (1),
239–256 (2014). doi:10.1007/s10957-013-0283-y.

2


