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Ветвящиеся случайные блуждания (ВСБ) являются удобным инструментом для опи-
сания динамики популяций с рождением и гибелью частиц, которым посвящены работы
многих авторов, см. например [1], [2], [3], [4]. Мы обобщаем ВСБ на модель, где возможно
деление на несколько типов частиц. Насколько нам известно, модели такого типа ранее
не рассматривались.

Рассматривается модель симметричного, однородного по пространству и неприводи-
мого ветвящегося случайного блуждания по целочисленной решетке Z𝑑 с двумя типами
частиц. Мы считаем, что размножение и гибель частиц возможны в каждом узле решетке,
при этом каждый тип частиц может производить частицы как первого типа, так и второго.

Пусть 𝑁(𝑡, 𝑦) = [𝑁1(𝑡, 𝑦), 𝑁2(𝑡, 𝑦)]𝑇 — вектор, каждая из компонент которого является
числом частиц типа 𝑖 = 1, 2 в момент времени 𝑡 в точке 𝑦 ∈ Z𝑑. В начальный момент
времени на решетке в каждой точке находится одинаковое фиксированное число частиц
обоих типов. Эволюция частиц каждого типа содержит следующие возможности. За малое
время 𝑑𝑡 каждая частица типа 𝑖 = 1, 2 может погибнуть с вероятностью 𝜇𝑖𝑑𝑡, произвести
𝑘 потомков первого типа и 𝑙 потомков второго типа (𝑘 + 𝑙 > 2) с вероятностью 𝛽𝑖(𝑘, 𝑙)𝑑𝑡.
Тогда производящая функция числа потомков имеет вид:

𝐹𝑖(𝑧1, 𝑧2) =
∑︁
𝑘+𝑙>2

𝑧𝑘1𝑧
𝑙
2𝛽𝑖(𝑘, 𝑙).

Также возможно блуждание по решетке каждого из типов частиц 𝑖 (𝑖 = 1, 2). Так, ча-
стица типа 𝑖 может совершить прыжок из точки 𝑥 в точку 𝑥+ 𝑧 с вероятностью κ𝑖𝑎𝑖(𝑧)𝑑𝑡,
где

∑︀
𝑧 ̸=0 𝑎𝑖(𝑧) = 1, 𝑎𝑖(0) = −1, κ𝑖 > 0 — коэффициент диффузии. Таким образом, случай-

ное блуждание частиц типа 𝑖 задается следующим генератором:

(ℒ𝑖𝜓)(𝑥) = κ𝑖

∑︁
𝑧 ̸=0

𝑎𝑖(𝑧)[𝜓(𝑥+ 𝑧) − 𝜓(𝑥)].

Мы предполагаем, что все коэффициенты 𝜇𝑖, 𝛽𝑖(𝑘, 𝑙), 𝑘+ 𝑙 > 2 являются постоянными,
то есть что все источники ветвления одинаковые.

Для изучения предельного поведения распределения частиц каждого типа по решетке
требуется изучение предельного поведения моментов этих случайных величин. Уравнения
для моментов получаются из производящих функций для субпопуляций числа частиц,
которые могут быть представлены в следующем виде

𝑛𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑦) = [𝑛𝑖1(𝑡, 𝑥, 𝑦), 𝑛𝑖2(𝑡, 𝑥, 𝑦)]𝑇 .

Здесь 𝑛𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑦) — вектор частиц в точке 𝑦, порожденных одной частицей типа 𝑖 (𝑖 = 1, 2),
которая в начальный момент времени 𝑡 = 0 была в точке 𝑥 ∈ Z𝑑. Компоненты этих
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векторов 𝑛𝑖𝑗(𝑡, 𝑥, 𝑦) — число частиц в точке 𝑦 типа 𝑗, порожденные одной частицей типа 𝑖
в точке 𝑥 в начальный момент времени 𝑡 = 0.

Основным результатом работы является получение дифференциальных уравнений для
производящих функций числа частиц

Φ𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑦; 𝑧) = 𝑧
𝑛𝑖1(𝑡,𝑥,𝑦)
1 𝑧

𝑛𝑖2(𝑡,𝑥,𝑦)
2 , 𝑧 = (𝑧1, 𝑧2),

моментов случайных величин 𝑛𝑖𝑗(𝑡, 𝑥, 𝑦): 𝑚(𝑘)
𝑖𝑗 (𝑡, 𝑥, 𝑦) = 𝑛𝑘

𝑖𝑗(𝑡, 𝑥, 𝑦), 𝑘 = 1, 2, а также иссле-
дование их асимптотического поведения при больших временах при некоторых условиях
в частном случае, когда частицы одного типа не могут производить потомков.

Дифференциальные уравнения для производящих функций имеют вид:

𝜕Φ𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑦; 𝑧)

𝜕𝑡
= ℒ𝑖Φ𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑦; 𝑧) + 𝜇𝑖(1 − Φ𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑦; 𝑧)) + 𝐹𝑖(Φ1,Φ2)

−
∑︁
𝑘+𝑙>2

𝛽𝑖(𝑘, 𝑙)Φ𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑦; 𝑧);

Φ𝑖(0, 𝑥, 𝑦; 𝑧) =

{︃
1, 𝑥 ̸= 𝑦;

𝑧𝑖, 𝑥 = 𝑦.

Для первых моментов в частном случае, когда частицы второго типа не могут произ-
водить потомство, получены точные решения уравнений для первых моментов.
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